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かとい う事が 糎 趣 となる｡また,それぞれ･'J_-)階層にはそれぞれ特有な法則があ
り,この異な る階層態の法則を隣 遵づける事は財産学の大きな蘇鮎であるO特
に系U:)微視的 な醸造 と法則 を前払とし,これ より系の巨視紳睦質を蓉 く撃轟が
統計力学であるO微視的な按針 としてはア トムの力学が革 も本繁的であるから,
これよ り熱力学を合致的に基敏づけようとす る仕事は高 くから行なわれてきた ｡
(尤 もアイジングモデJVの橡に特別な法則 を前提 とする竺デルも,しばしば統
計力学の対象 とな る . ) G笹tsの統計力学は系が く{ェ ′レゴー ト性分を満してい
れば通庸する事ができる｡それ ならは糸が如何なる条件管満たせばエ)Vゴ- ト
性を持ち得るかとい う基 衡的かつ困難 な間置は統計力学U)聾々しい応用に転 べ
て物聾研 擬題 として余 り研究されていない｡
数学的なエJl,ゴー ト理論は von Neumarlrlや Birkhoff等によって論 じら
れてきたが,物理的内容は乏 しい｡
さてまず問嘩抄本製を扶 る為に簡 単な系について融べ る必要があるだろ うO
例えば融和格字系は 良く:知られている榛に完全 な規準座礎が存在し,糸はエ JV
ゴー ト隆を持たない,それでは非融和項を加えればモー ド間にエネ弓レギーo:-)辛
り取 りが起 りエルゴー ト姓を持つのではないかとい う考えが浮んで くる｡ しか
し,非線塾力学q:)解法は一般に困簸であるから, 恥 rmi等 1)は敏子数o:)少ない
場合につ き com玉)Uter simula･tionを行なった.こg_-)線 鋸.C'omPute･r si-rr
ulatioTltま最近, Sait8 等 2)によって系鹿的に行なわれている. .これらGfJ麗
巣から,非訳和項 Gt.)大きさや,固有振動数0:)闇の弊 係がある条件を酒せは,モ
ー ド間の土ネルギー交虎が生 じる事などが分かってきた,詳 しい事は第 2葦 に
述べてある｡我々はこの非調和格子系を,力学法月封二基鍵を驚き厳密(ニ展艶 さ
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れた理論体系であ る Mori5)の多体系遅動論を用いて調べ る事にしよう｡こ0_-)
理論に従えば力学量 A(t)の運動方程式は厳密に次U_-)横に表わされ る O
dI
- A (i)- iLA(t)
a_i ｣_.し
-1 'woA(tト Jo'l o(S)A(S一七圧S++-'(･t),
where,
)･o(S)- (fl(S),f13㌔ / (A,A米),
iWo - (A(七),A米)/ (A･A米-,
●
i.(七1- exp 〔七日 ｢P)iL〕士･.(0),
fl(D)≡ A- ia,A































〔卜 品 LPp 〕 iL fn
非調和格子系に於ける変調と減衰
(1-ll)
症 1(Z)- J.'wE~ztdiL(fn,t- T,, (f1,-.,fn空.ロ ト121
ここで LJZ)p は fpに射影する演算子であるo




てしまえば (A巨 ),A米)自身C?)時間依存性がな くな り,これを時間療分する
意味がな くなってしま うO そこで我々は内観 く => を普通o)的数の内積 と
定義する O 例えは,ajは掠巾,Qlj は固有振動数, 83は位相をそれぞれ表
わすとして,Al,A2が 次~の様 な 運動, ゝ
Al(七)- alei(a,1七十 81) , (1-15)
A2(i)-a2e賞W2七+ 8･2) , (H 4)
をしている掛合に内積 く AIL(i).A2jK> は次0)桂に計算す るものとしよう,
くAl(i)A2#> - <a,1a2ei(wit+(e了 C2)〉>
三a.a2 COSiultt (β了 -82汀 (卜15)
これから分る榛に,我々は力学系を扱 っているから,どo:)醇=刻で内掛を取 っ
たかによって,内積の値は異なる事 となる｡ また,多体の内静についても (1
-15)式 と同様の計算を行な う事にずる.
§2 CoriputerLSimuユatioTjの諸簸巣





を削 ､て調べたD これがこク増 のcomm1terRilmiLa･tioTiの始まりであるoFermi 等 1)
は予想に反して再帰現象を発見し,系が エルゴー ト性を持つ為の条件を見出す事は
できなかったo その後 ForeL･Wa七eres4)は次の茎襲な鮭巣を得た,O即ち ･固
有振動数を 'Dk,三次O-)結合パ ラメータ%･-αとし,nkをある整数 とすれは共鳴
粂件,
芝 nk伽k 5; α (2~1)
を満足すれば, rkエ ロでな･いモー ド 巨dk}a)陳でエネ,Vギ⊥OL,や り取 りが行
等1)なわれ る事を示 した｡ FE;rmi の実験で振動数U)高いモー ド-エネ/レギー
.が流れなかっ.た原匪勅 一つはこ射共鳴条件を糸が満していなか ったからである.
鼻近, 蝕土七会 軌 まこU鳩 の ｡｡叩 utE.r 占imulati｡nを多面軌 二行なってい
るQ 熱 ニE出 七d,I-iro占ka2)による二次元四 次 非 調 和 正 方格子 (粒子数は
<




を経過 して後 ,このエネ7レギーが他o:)モー ドに流れ,系は平衡状態へ と接近
してい く｡
〔R]臨界値1)存在
この誘導期間は,結合パ ラメータαg:)値が小さ くなれ ば 長 く な り , ある
臨界値 αOよ りも小さければ無限大になると予想 され るo
〔叫 誘い水の効果
エネ/レギー分配は,高い振動数0:)モー ドを励起した方が起 りやす く,また,






複雑な非訴和格子系を群べ る前に,第0)性質が良 く知 られている簡単な例に
づきこU_)章 と次章にて,我 々の方港 を達 期 してみよ う｡ 特に当章で扱 う訴和格
子系桔,以下に 静 べ る非融和格子系vnj基本 とな るもo:)であ そ.
調和格子系0.-)翫 miltonia.n;は次の とお りである,
1
H ニ ー ∑ ( pip+a)i2 qi2㌦2 i.
(5一･日
ここに,Pi,q-i はそれぞれ i番 目o:'粒子U:'錬準運動量および規準座榛であ
り,Qjlはこれに対応する固有振動数である｡⊥
さて,力学量Aとして次U:)如 く数ぶ としよ うo
A= I,う+itL'iqi (5'-2)




















i.(Z,- 在 ztdt- fl(t亘 米-,くAA米-
土■1= A - i(oilA
上に表われた振動数 a'O は Aを式 ｢5-5)および (5-4)から.求めた値を用
いれば簡単に計算できる,即ち′.
ihti(く IP了 > + 吋 く q.i2>)ワ
= ･l･:




これから分 る樺に振動数 a'Oは Wぅと全 く同じであ るo_.L
いま得 られた (5-9)式を (5-8)式に代入すれば,




すなわち,調和格子糸では Aに r8,naor forceは働かない事がわかる｡
これよ り直 ちに,
スo(Z〕= ロ (5-1日




















H ニ 音ー P2 +T q2 月 q4 ,∠_
Llこで γは四次非訴和項C:)パラメータである｡
















さてAについてU)相的 々数 葺(幻 g:)計算であるが,まず itlS:(,幻 に対して,
二回連分数展開を行な う事 とし,こUI'敏合にA=A米 である轟に注意すれは,
(1-一6)- ｢1-12ト式よ り,




A12 - く A･A> /< AA>
(4-5)
(4-63
ll(Z)-Jo･Ke一･Zt c一七く 主神 ,ぎ2> /く flfl> (4-7)
fl=A




<AA> = - <AA>
を用いれば, (4-2)- (4-41式と (4-61式よ り次の横に求まる,













で ス1g:)r依存性を扱 ってみると,式 (4-15)よ り f20くr･また flは式
(4-51, (4-8)から分 る様に γの掛 らない項がある,これらよ り,
A 0( r (4-15)
となるから,この 11を無横する事にしようO そ う,するとE(zlの poleは
(4-5)式から分る桜に,A12 のみで決定される事になるoところで A12は























なる多体相関の分解公式お よび鶴舞の値を得 る,この公式は Tが小さい時に良
く成立す るであろう. そ うす る'と鮭局,g(Z)の poleは (4-5), (41 1),
(4-15)式､より次の桜に求まる.
Z ～= ± i くp2q2_ラ





表わされ ,解 (4-18)式は良い近似である事が知 られている｡ ところで一筋
に物理的意味のある側面は近似解の方が捉え易い場合がある｡そこで解 (4-
18)式の苦味を考えてみようo
(1) γ-ヰ 0 となれば系は訴和格子系に移行す る｡
(2) 非訴和格子の歩合には蘇動数に薗有掠動数からG7_)shiftAalが起 り,
これは .
A和 音 ,- cos28) (4-
であるO 特に Aa,が初顛条件 a2と,内務を取 った時刻の βに依存す る撃は
重視すべき現象であるoまた次の事に注意しようo即ち,離 日β自身は叉 27r/,A
の周期で時間と共に変化 しているからこの事 より Aw(七)を求める事がで き
る.簡単の為, 七-0での位相を等に取れば,
Aw(七一-言霊 (- cos 2- ) (4-18)
すなわち,Ato転身が a)/W の周期で変化 してい るのである｡式 (4-181tよ









系の運動o)基本を飽 くまで も調和格子系に取 り.I,非調和項a:)効果をその基本か
らU:)shift として理解する見方に立 ってめ静である.
§5 Ford_の格子系
Ford と Waters4)が compuもer s-imulatiorlを遂行し,いわゆる共鳴
条件を見出した,一次元二粒子三次非調和格子系o:).解析を試みよう｡ 単純な系
ではあるが,一般a)非融和格子系が示す本艶的性蟹の殆んどを,こ0:)単純な系
よ り採 る事ができるとー患 う-｡ こ0:)系の Ⅰ壷虹1tonianは次e)とおりであ る｡
賃 - i (I,1 2 .p22.W.2m .2+W 22q 2 2)
α




























さてAの相閑々数 E(Z)を-転達分数展開してみれば式 日 -6)～ (1-12)
よ り,







lo(Z)-j･we~ztd_tく fl(i,f杏 / く AA米> (J5-9-
0
ill - A - iG)oA
土工 (t)-exT,it(1-LJDH Li f l
(5-1ロ)
(5-111
最初に icd-｡を事 象-して み よう｡･これをまA逐 式 (5-5),(5-4L)を射 ､て求
め,この結果を (5-8,)式に代入すれば,次GI/-).寝に求まる｡
2α
i(A)o ≒ iw l+-ヽ亨
iGOlくq12q2> - く qlq2鉦 >
くP12> + to12くqて2>
(5-12)
さて, ここに表われた,く q-,2q2> ,く里 2p-.>,‡くわ12二>･+-Wl写<q,2>‡
の値を前章 と同薩_a_I)-近似方蔭を用い具体的に求めよう｡我々は鮭合パ ラメ- メ
aが小さい歩合を考えてい るから, cll,q12, P7に対し･て,
ql(i) ≡ ,al Sin (ぴ1tJ+81)
q_2(t)芸 a2 Sin ( aj2七 十 0 2 1




と近似で きるであろ う o とこで a′3,8; は初期条件よ り決定される,掠巾お よ
び 位相をそれぞれ表 わ し てい るOこの近似 ( 5 ･- 1 5 う ～ (5-15)式%'用いれ ば,
＼




くqlq2了)1> 空 -6)1a 12 a 2 Sin28lSine 22




これら (5-16)～ (5-18)式の値を (5-12)に氏入しよう. その時,節
章 と同様に,時々刻々と進む時間の各時刻をそれぞれ初期時刻 と見立てれば,
ヽ
位相は時酎 二変換できる事に注意しよう･oまた簡単o')為 七=Dで β1=02=0
とすれば,
iGOo(七) ～- iw.一芸 ･芸 sin 2ult'sinw2t (5-19)
or -～ iwl.議 若 くcos(2ul･Q,2)七
- cos(2W1-Q,2)七) (5-20)
ところで, lOは次に示す様(1=α2に比例するから,これを無視すると,
E(Z)の pole zlは '(5-7),(5-20)より,
zl = ia'O(七) (5-21)
こC,)(5-2日 式と (5-20)式より次a:)事が分る｡ 即 ち Ford.格子には非訴
和項 として三次の項 しかないの で,αの一次0)範観内では freq.uenCy Shi王●七
が起らず,その代 りに clariPing rl(t)=LRezlが現われるoこれは次aj
とおりである｡
rl… -蓋 ･計 cos(2W.･W2)もー C｡S(2u了 W2,七)
(5-22)
この結果を前章oj四次非訴和格子の場合 と比較 してみると,四次の場合は,
αの一次o)範囲内で freq_ue7TrCy Shiftが生 じた｡これは統計力学で知られ
ている･三次からほ d.a.mpingが生 じ,四次からは freq_uency shiftが生
じるとい う事 と一致 しているo尤 も我々の aamping γ1(t)は周数的に正,
負の値を取 りその時間平均 γ1(t)はナ (5-22)式より,




となる . 即ち,力学系o:)あるモー ドは,減衰 と生長を周期的に繰 り返 し,その
長時間平均は零 となる.この事は孤立力学系に於V､ては本当U:)履 mpingがな
いとい う事 と一致 しているoただ,系が共鳴条件 ;2a'1±a'2竺 0を静 してい
る場 合k･･(5-22)式から分る様に damT,ing γ1rt)の周期 :2W/26)1±a)2
は藤めて長 くな り,我々や;この周期より短い時間々隔で斬測せ るならば,力学
系であ りながら,恰 も本当の涯衷あるいは生長が起っているかの如 くに見えるO .
但 し解 (5-22)式の場合は,異なる周期をもつ二つOJ)項eI)差 という形を軍って
いるa_)で事情はやや複雑である｡ また注目すべ き事は,解 (5-22)式から分る
様に γ10くa2 となっている｡ a2は相手のモード0':)振巾であるからして,種芋
のモー ドが励起 しているほどエネj71/ギーの交流が激 し.く,また,励起 していな
ければ,交漁が起 り難い事を示 していそ.｡こG)事で第 2章に述べた 代争い水0:)
教条 分は説明がついた と思 うO またこれから考えると, t薪導鞍問 'とは,エ
ネルギー交流が充分に起るに必要なだけの振.巾を相手oIL)モ- ドが獲梅するまで
の準衛簸闇だ と解 され る,この榛に解釈 してみれは tく訴導期間 'タなるもoI)揺,
初顛条件ですでにエネ7レギーを与えて置けば短か くなる如 く,系を特散づけ る
本幾的な概念ゼ諺ないと思われるOまた解 (5-22)式は γ1Cく1/定言 なっ
ているO 即ち,自分の摂動数が小さいほどエネ/レギ-C1:)出入 りが激 しい訳であ
る｡ これは,振動数が小さい事はつま りモー ドが軟らかい事であるから当然の
＼
鮭巣 といえる｡
次に近似を推めて,a2oj項つま り スo(Z) も計算す る事にしようo 式 (5-




Z2 - γ2 + iwl/
where
γ2 ≡ LRelia,0- ス｡(iQ,0)j






Q,. ≡ -97m 〔ね.-1｡(ia･｡リ
= ･iwl - Ly- スo ( ia'o) (5-27)
ここに導 入 した,r2 および a'1'はそれぞれ α0)第二次まで考慮 した
constanもおよび新 しい固有振動数を意味 している｡
まず flであるが, I. 紘 - p itr1-LP)iLい こよって時間発展をす る,
ところで ここの LJZ'を無視すれば flは普通の暗闇発展 (exp (tiL日 をする
から, (5-21,(5-5),(5-4う式と (5-10),(5-19)式よ り,
f･.(い 三 吉 a〔-2% sin2(wlt+8 1 ,sin(u2七十8 2 ) A｡色物 七+81)
- ala･2Ein (a,.t+0.)sin(以2七十82)〕 (`5-28)
where A (i) 竺 A oe




但 しここで , ql,q･2 に対 して (5-15)I(5-14)の近似式を用い,また
t=Dでaj位相 を振動 wlについては β1,また振動 W2については 02 とし
てある｡近似案示 (5-29),(5-50)は,近似表示 (5-15),(5-1Jn から直
ちに求ま るOさてこC:)LPを籍視する近似は Tc を raneLOm fdrce f l a)相関5)
時間だ とすれば IZ●が次の条件を満せは良い近似 とな る｡
1
Tc
->> IzIユ > r2,Iwl′l (5-51)
式 (5-28)で与えられた, fl(t)を (5-9)式の左辺に代入 し,内槍を取
り, Z = 拍 Oで L叩 lac･e変換を行ない,また (5-18)'(5-50)式O-)値を


















(gS(也).,a,2) 十 g 4 (cj.,a,2 ))








gl(wl｡W2)≡ ish 2(2W｡+bt2)七二 2siTi2(む.'+wZ)t･
- sin拍 1七+2sin2以2t + sin2a,2t‡ (5-55)
g2(wl,W2)≡(;in2(2601+W2)七一4sin2(wl+a,2)t
+ 2sin2(Q'了 G'2)も- 4sin拍 1t
+ 2sin2Q,1七十 5sin2W2七‡
g5(co一,a'2)≡ 1- ど.I(wl,a'2)




glI(GOl,tO2) ; (5-55)式右辺の sinを cJOSに番えた関数
g2′(Q)1,W2) ; (5-54)式右辺の siTiを cosに替えた開数
但 し (5-5-2)式を求める時, Z =.i伽1,として La.担aC岳変換をした,この
事は (5-19)式か ら分 る様に i以O -i ia71である事から正当づけちれ るo ま
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た,七- - での値が不定になるのを避ける為に Zに牢の倣小量 Eを加え,最後
に 81- 0 とした,この時デ)Vダ関数が軍われ るが,我々の近似の艶艶では余
り意味がないので (5-55)式の条件を加えこれを除いたO-殻に行なわれる
榛に Z- ,'a,Oで計算すれば,我々の歩合は iQ'Oに実数部があるので位相に
ょって,L'ez< O'となも時もあるO この歩合は解析接続をしなければいけ
ない｡ しかし,我々の場合は,Z- iwoで計算してもただ繁雑さを増すのみ
であるから,これを避け Z- ia,1の計算で近似 した｡また前 と同様に位相を
時間に変換 した ｡
さて我々は,､いま求めた, スo(ia'o)を用いれ ば, γ2および a'1′の恒を
具体的に得 る啓が可能であるo まず, γ2の時間平均了;を求めてみ ると,





次に興味あるものとして γ2の車で,長周期でかつ大きな値を取 り得 る部分
γ2,Cを抜粋 してみようoとれは (5-22), (5-26),(早-52)I(5-55),
(5-54)式 より,
･2,回 - ㍗.(七- 左 (訂 α)2(2Tw G)7 sin?(2,A,.･α2)t
l




長が強 く起 り,かつその周期が長 くなる事が分る.この事病 は IFord聾 4)の











Eもっ考 も,我々の解 (5-58)奥 ま近似解であるから, (2ah±cd2)が琴に
近づけば,条件 (5-59)式は良 く成立す る榛Iになるが,･評価 (5-40)式は疑
がわしく奉ると思われ る｡ なお短かい周期の aamping は襲々が短かい時間々
隔の現象に注目しない限 り,無視で きる｡I
次に freq_uency shiftの時間平均 Aa'1を求めよう,これは (5-27),
(5-55), I(5-55),(5-56)式より次の如 く求まる｡







上の結果から, freq_uency shiftには darpLPing corlS一七p^nt と異な り,
secularな部分がある事が分るoまた∴ 串,1も共鳴条件 20,1±Q,2,4Q,1±
a,2～-'0を落せば大きくなると壱える･o注 目すべき,もう一つの事柄は,四次
非詞繭格子を扱 っpた前章の場合 と異な り,frequenc.v sliftが aの二乗の
項か ら初めて表われた事であるo
最後に摂動論 と我々の方法を簡単に較べてみ よ う｡ 摂動論では･,
ql-AICOSTl十 α qll+ α2q12
where
Tl = 勘 T + 8
??? ? ? ? ? ? ? ?
?
(5-42)
(但 し,記号 は普通の とお りである｡ )




q1 - cmAle棚 +e)七･をγ七 (5-45)








は dampir′g COnStantが最 も興味深い敏一埋量である｡
§6 訂. ひ
エ/レゴ- 卜睦の研究に端を発した非誠和格子系の問題を我々は Moriの多体










シャ/レ)が巣 している事に注意しよう｡ 尤もボ/レツマンの場合は,力学 と熱力
学の狭間を埋めようとしながらも衝突数の仮定なる確率過程を用いざるをえな
か った｡ このH定理にしろ,平衡接近のモデ/レである um モデルに しろ､何故
に確率的考察が許 され るかが間魅であるO
また我 々が ここで用いた,Mori.の多体系運動論を応用 した方法は,非線型
振動論の新 しい解法を示 している｡ これは従来の摂動論 と scnemeが異なり,
特に dampingを求めるのに適 している｡
なお,次元,個数･ポテンシャルの形による相違 ,また臨界値 aoの存在な














4) J.Ford_arは J.Waters:J.湖ath.PhyS.A (1965)1295.
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